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MULTIKOLINEARITA
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Vektory matice X musi byt skutecné navzajem nezavisle (jejich parove R musi byt nulové nebo
statisticky nevyznamne¢). Pokud tomu tak neni, dochazi k multikolinearité, ktera zpiisobuje
pocetni 1 statistické problemy.




Vybrané piredpoklady MNC

1. Regresni parametry 3 mohou teoreticky nabyvat libovolnych hodnot.
2. Regresni model je linearni v parametrech.

3. Jednotlivé nezavislé proménné jsou skutecné vzajemné nezavislé, tedy mezi nimi
nedochazi k tzv. multikolinearité.

4. Podminény rozptyl D(y/X) = o je konstantni (tzv. podminka homoskedasticity).

5. Ndhodné chyby maji nulovou stfedni hodnotu E(e;) = 0, maji kone¢ny rozptyl
E(e;?) = 6 a jsou nekorelované.



Test multikolinearig.'

Paradoxni situace: F-test je viznamny a vSechny t-testy jsou
nevyznamné, protoZe je silnd multikolinearita mezi sloupci
matice X, &li existuje rovnob&Znost vektord x; a x,, ] # K,

sloupcti matice X.
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MULTIKOLINEARITA
- FeSeni
K odstranéni nebo zmenseni vlivu multikolinearity miize vést:
# snizeni poCtu nezavisle proménnych

# pouziti jiného modelu

# pouziti jin¢ metody vypocCtu (obvykle metody regrese hlavnich
komponent — PCR)



Multikolinearita

L 4

M. neznamena poruseni pfedpokladi MNC,
M. souvisi pouze s pozitivni definitnosti matice X' X,

Dle ihlu ®; mohou nastat dva krajni pripady:
1. Ortogonalita, kdy je kosinus ®, nulovy, (cos O, = 0),

X‘A cos @, = <Xj’xk> = 0
& . Ix - x|
0o
M— > \\ ’X‘_
X, %

t. zn. Ze skalarni soucin (x;, x,) = 0, a tim thel ©; mezi vektory
X a X, je 90

(Symbol ||x;| = \/(XJ—XJ> znaci délku vektoru x;).
Jsou-li vSechny sloupce matice X vzajemné ortogonalni, je X' X
diagonalni matice.



2. Kolinearita, kdy je kosinus ®, roven 1, (cos 0, = 1),
protoZe Uhel O, mezi vektory x; a X, je nulovy (0, = 0).

T % =r %
i M 2 v ,
XL XA

Pak jsou oba vektory x. a x, rovnobezné Cili linearné zavislé
¢ X, tc¢ x, = 0 ac,c,Jsounenulové kenstanty.

B Plati-li tato rovnice pro q dvojic sloupcti matice X, je jeji
hodnost rovna rozdilu (m - q) a matice X' X je singularni.



B Vazebné vztahy mohou platit i pro vice vektord, kdy je jeden
ze sloupcil x; linearni kombinaci nekolika ostatnich sloupci
(perfektni multikolinearita).

B Pojmem multikolinearita se vS8ak oznaCuji i pfipady, kdy
nékteré sloupce matice X sviraji témet nulovy uhel a jsou

prakticky linedrn€ zavislé Y ¢, x, = & , kde 0 je vektor,
j=1

jehoz slozky jsou blizké nule a vektor ¢ s prvky c; je

nenulovy. Plati, Ze |c|| > [9].

B M. zpisobuje Spatnou podminénost matice X' X ¢ili
a) determinant matice X' X je ¢islo blizké nule,
b) néktera vlastni ¢isla matice X' X jsou blizka nule.




Multikolinearitu 1ze odstranit:
a) Vhodnou volbou poloh experimentalnich bodu, kdy
sloupce matice X budou vzdjemné ortogonalni, t).
jejich skaldrni soufin bude nulovy

<x, X, > = z;xq x, = 0 pro j#K

b) Pouziti funkci ortogonalnich vzhledem k danym
poloham experimentalnich bodi.



Statistické obtize:

1. Nestabilita odhadu je zplsobena citlivosti odhadi na malé
zmény v datech. Odhady mivaji Casto nespravné znaménko,
coz znemoziuje jejich vécnou (fyzikalni) interpretaci a jsou
co do absolutnich hodnot pfili§ veliké.

2. Velké rozptyly D(b,) jednotlivych odhadu zpusobuyi, ze
t-testy indikuji statistickou nevyznamnost f3; .

3. Silna korelovanost mezi prvky vektoru odhada b zpusobuje,
ze odhady b; nelze interpretovat oddelene.

4. Koeficient determinace vysoky a regresni model mize dobfe

popisovat experimentalni data.




MULTIKOLINEARITA
Proc je ,,nebezpecna?*

PocCetni problémy:

&

&

zpusobuje Spatnou podminénost
matice X' X, (determinant této
matice je nula nebo Cislo blizke
nule)

potiZe pfi invertaci matice
(regresni model neni jednoznacné
feSitelny (singularita matice)).

J

Statistické problémy:

nelze oddélené sledovat skutecny
vliv jednotlivych vysvétlujicich
vstupnich proménnych na
vysvétlovanou (zavislou)
promeénnoul.

nespolehlivé urCeni parametra
regresniho modelu (interval
spolehlivosti parametri je tak
velky, ze odhad parametru ztraci
smysl).

nestabilita odhadi regresnich
parametru (napf. mald zména
hodnot zavisle proménné znamena
zasadni zménu parametrii)



MULTIKOLINEARITA
Priciny?

¢ Preurcenost regresniho modelu (,,zbyte¢né* mnoho
nezavislych proménnych),

¢ Skutecné existujici zavislost mezi ,,nezavislymi*
promeénnymi,

¢ Povaha modelu (napf. polynom),

¢ Nevhodné rozmisténi experimentalnich bodu,

(napf. mala variabilita hodnot nezavisle proménné).



Metoda racionalnich hodnosti

Matici R (symetrickd) vyjadiime:

@ pomoci vlastnich Cisel A; < A, < ... < A

m

® a odpovidajicich vlastnich vektora P, j =1, ..., m,
ve tvaru

_ T
R = j;Aj P. P

a inverzni matici R vztahem

R = Yr'P PT



a vektor normovanych odhadii parametrii bude

m

by = L' PR

J=0

a kovariancni matice normovanych odhadii bude

Dby = & Y A P, P.T

J=o

V piipadé MNC bude v = 1.

Plati dusledek: pokud budou vlastni ¢isla A; mala, budou odhady
by 1]ejich rozptyly neiimérné vysoké.



Jsou-li vSechny sloupce matice X vzijemné ortogonalni,
matice X" X je diagondlni a odhad b lze vyjadfit

b, = = j=1 .,m
2
X
i=1
m-1 "
2. 1;
a definuje se Fp = ;1—1 1_ = Ty, kde

Ts je primérnd hodnota Ctvercu testaCnich statistik sz,
definovanych pro pfipad B, = 0 a B, je absolutni Clen.



Scottova testa¢ni charakteristika k posouzeni stupné
multikolinearity:

a) M; > 0.8, model je nevyhovujici a je zapotfebi provest
upravu.

b) 0.33 < M; < 0.8, model je mélo vyhovujici a je vhodnd
jeho uprava.

c) M; < 0.33, neni model ovlivnén multikolinearitou a neni
tfteba ho upravovat.




Diagnostika:
1. Graficka analyza: vlivné body (multikolinearitu) odhalime
vynesenim vijz/(v ;T v ) proti Hyy;
—- /™M

'Vj Vj

Hji
Diagnostika multikolinearity: M znaci multikolinearitu



2. Numericka kritéria_:

a) Determinant matice R, det®) = ﬁ A kde A; jsou vlastni

Cisla matice R. Je-1i determinant det(R) pfili§ maly, tJ mensi
nez 107, jde o silnou multikolinearitu.

b) Cislo podminénosti X - P , kde A, A, JSOU maximalni

mm

a minimélni vlastni Cislo matice R. Je-li ¢islo podminénosti
K > 10°, jde o silnou multikolinearitu.

c¢) VIF-faktor (Variance Inflation Factor) je VIF, = R, , kde

R ; je j-ty diagondln{ prvek matice R™. Plat{ vztah

. Je-1i VIF, > 10, jde o silnou multikolinearitu.



VIF —variance inflation factor — diagonalni prvky inverzni
matice ke korela¢ni matici nezavisle proménnych (diag(R™))

E ® D E F
r r - - .. > 0 T2 . . .
XI X2 X3 X4 X3 VIF > 10 = kriticka multikolinearita

023 1 008 025 0.34 korela¢ni matice R

=INVERZE(B2..F6)

Ctrl+Shift+Enter

inverzni matice R!

A
X1 1 023 -0.15 0.07 0
X2
X3 |-0.15 008 1 0.73 0.67 5
X4 007 025 073 1 098
X3 0 034 067 098 1

XI X2 X3 X4 X§

X1 | 2258 -1.28 151 -10.2 9.44 \/
X2 |-1.28 [ 2,15 -0.88 9.05 -9.035
X3 | L51 -0.88 338 -11.3 9.15
X4
X3

102 9.05 -113 835 kriticky vysoké hodnoty VIF
0.44 0.03 9.15 _83.5 —




Podle velikosti vlastnich Cisel A.:
ﬁ‘

L. skupina regresnich iloh: vSechna vlastni ¢isla A; > 0 a MNC
necini zadné obtize.

I1. skupina regresnich aloh:  néktera vlastni Cisla A; = 0 jsou

blizké nule (multikolinearita) a bézné metody (MNC) zcela
selhavayji.

I11. skupina regresnich uloh: n¢ktera vlastni Cisla A; = 0 jsou
rovna nule.

Pak je matice X' X nebo R singularni a nelze ji invertovat.



ReSeni problémi II. a IIL.: uZitim racionalnich hodnosti |
B zanedbaji se scitance (resp. jejich ¢asti) o malych
hodnotach vlastnich ¢isel A,

B kritériem pro vypusténi s¢itancti malych vlastnich &isel je
vztah
( )
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kde
® P je zvolena piesnost (oby&ejné 107),
f Cislo w urCuje spodni mez, od které se norm. odhadi provadl
s¢itani.



Ozna¢me W = YA

j=1 W
a E = ik —E.:)?

ReSeni:
B pokud je tJ ® by mélo byt necelé), provadi se

sumace od (w - 1) a vlastni ¢islo A__, se "vazi" faktorem
W - EP
A

w

u =

B tim je zaji$t&no, Ze lze spojité v zavislosti na riistu pfesnosti P
snizovat délku odhadu |by| a jejich rozptyly.

B to je vSak doprovazeno ristem vychyleni odhadii a poklesem
vicenasobného korelaéniho koeficientu.



B vychyleni odhadi je zde zptisobeno zanedbanim s&itanci
v rovnicich normovanych odhadi parametr piiw > 1.

B pro Ctverec vychyleni hvz(bN)= [B - E(b)]?, ziskany metodou
racionalnich hodnosti, plati

h\%(bN) - ﬁNT(Z;Pj PjTJ By
-

optimalni velikost P: z poZadavku minima MEP v zivislosti na
P. Jinak pro MNC je standardné P = 10732,

j BNV
I

?O




Piiklad 6.9 Aproximace absorpcniho spektra polynomem
Popiste z4vislost molarniho absorp¢niho koeficientu & na vinové délce A,
¢ = f(A) polynomem druhého stupn€

E(/A) = B, A + B A+ B,

Data:n =15, m =3

g [dm’ mol™ 3 34 43 5 6 68 81 92 107 116

cm’]

A [nm] 460 470 480 490 500 510 520 530 540 550

& [dm® mol’ cm] 12.9 13.6 14.6 153 15.5

A [nm] 560 570 580 590 600
Reseni:

a) Pro B; = 0: Fg = 696 > Foos(2, 12) = 3.885, je model jako celek
statisticky vyznamny.

b) toes(12) = 2.179 je vys§i nez T, a T;, a oba parametry B3, a B
vychéazeji statisticky nevyznamné.

c) M; = 0.989 ukazuje na silnou multikolinearitu.



Piiklad 6.9 Aproximace absorpcniho spektra polynomem
Popiste zévislost molarniho absorp¢niho koeficientu ¢ na vinové délce A,
¢ = f(A) polynomem druhého stupne

E(e/A) = B, A + B A? + B,

Data: n = 15, m = 3

¢ [dm® mol” T34 43 5 6 68 81 92 107 116

cm’']

A [nm] 460 470 480 490 500 510 520 530 540 550
¢ [dm® mol” cm”] 29 136 146 15.3 15.5

A [nm] 560 570 580 590 600

25



Resent: | |
a) Pro B, = 0: Fg = 696 > Fys(2, 12) = 3.885, je model jako celek

statisticky vfznamny.
b) toms(12) = 2179 je vysinez T,a Ty a oba parametry B, a B

V4

vychézejf statisticky nevyznamne.

¢) My = 0.989 ukazuje na silnou multikolinearitu.

Tabulka 6.2 Odhady parametri polynomu
j Parametr Odhad b, T,
’ D(b) ’
)
1 1 -43.93 19.38 -2.267
2 2 0.1018 0.0735 1.386
3 3 -2.505°10° 6.925 10° -0.0361

Zdvér: U polynomickych regresnich modelii nelze z vysledkt Studentova
t-testu usuzovat na vyznamnost jednotlivych &lent polynomu. Pficinou je
silnd multikolinearita.



Ptiklad 6.46 Multikolinearita u teplotni zdvislosti aktivitniho koeficientu
Zavislost logaritmu stfedniho aktivitniho koeficientu In y. na teplote T Ize
vyjadfit polynomem tfetiho stupné. Posud'te miru multikolinearity a vyuzijte
metodu racionalnich hodnosti ke sniZzeni stupné multikolinearity.
Data: pro myq = 0.1.

T €] 0 10 20 30 40 50 60

Iny. 0.8067 0.8038 0.8000 0.7946 0.7927 0.7867 0.7828
T [°C] 70 80 90
lny, 0.775 0.769 0.765

Reseni: Pro model
Iny, =B, T+ B, T + B3 T° + B,
1. Klasicki MNC (parametr vychyleni P je nastaven na P_= 10™): ur¢ila
In yj= 0.807 (+ 1.06°10%) -2.654°10* (+ 1.07° 109 T -
3.13°10° (£ 2.87°10°) T2 + 9.44°10° (£ 2.09° 16 T

Koeficient determinace R* = 0.9957,
Kvadraticka chyba predikce MEP = 3.507 " 10°,
Kritérium AIC = -132.26,

Det(R) = 3.97°10* a ¢islo podminénosti K = 1989.73.



T-testy viznamnosti parametri B,, B,, B; (pro & = 0.05): P, a P5 jsou

statisticky nevyznamné.
Charakteristiky multikolinearity: (plati pro VIF, > 10 jde o silnou multikolinearitu)

J

P Charakteristika

1 2 3
10% VIF; 70.42 439.1 184
A 1.46°10° 9.35°10 2.905
0.05 VIF. 6.204 0.260 4.373

2. Metoda racionalnich hodnosti (parametr Vychylem P = 0.05): urcil
Iny. = 0. 807(+ 8.72°10%) - 3.22°10* (+ 3.28°10°) T -
- 1.476° 10 (+ 7.18°10%) T?-2.837°10” (+ 3.314°10°) T°

Koeficient determinace R*= 0.9955,

Stedni kvadratické chyba predikce MEP = 2.364°10°

Kritérium AIC = -131.7.

T-testy vyznamnosti parametru p,, f,, B; (pro ¢ = 0.05): pouze B, je
statisticky nevyznamny.
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Zaver: Eliminace multikolinearity vede:

1. ke sniZeni ptesnosti prolozeni (poklesu R?),

2. ke zlepSeni predik¢ni schopnosti modelu (kritérium MEP),
3. k poklesu rozptyli odhadi,

4. k zazeni pasu spolehlivosti.



Priklad 6.23 Aproximace konvexné rostouci zavislosti polynomem
Aproximovani experimentalnich dat polynomem vhodného stupné tak, aby
dokonale spliioval podminku zachovani tvaru kiivky dat. Pro aproximaci zvolte
polynom Sestého stupné

6
E(y/x) = 2; b, xJ + b,
j=
Cilem je vycisleni hodnoty y v poc¢atku ¢ili odhadu parametru f8,.
Data:n=10;m="7

X 23 35 45 55 65 75 85 95 105 115
y 150 160 170 190 210 230 270 310 370 450

Reseni: odhady MNC pti P = 10%° a RH pro P = 3.5"10"* (MEP nejmensi).

Odhady parametru pro riizn€ volby P

Metoda P MEP b, by b, b,
MNC 102 380.2 195.7 -5.90 0.257 491073
RH 3.5°10* 8.596 134.7 0.35 921073 3.2°10°%

Metoda b, bs b,
MNC 530°10° 30157 6.94°107°

RH -5.3'10° 3.9'10” 4510™"




[0 Odhad parametru b, je v&tsi nez hodnota y,, coz ukazuje, ze model prochazi
mezi poCatkem a bodem (x,, y;) minimem.

0 Konfiden¢ni intervaly hned za rozsahem experimentalnich dat jsou piilis
Siroké€, takze neumoziiuji predikci y mimo rozsah méfeni.

00 Odhady ur¢ené metodou racionalnich hodnosti jsou vychylené.

(0 Parametr b- je v$ak niz8i nez v, a konfiden¢ni intervaly ukazuii na moZnost
7 1
predikce 1 mimo rozsah méient.
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Zaver:
1. RH poskytne odhady parametrd, které zajistuji pribéh modelu odpovidajici
trendim dat a nema nadbyte¢né extrémy ¢i inflexy.

2. Pii pouziti klasické MNC by tloha byla fe$itelna pouze pii zavedeni
omezeni na regresni parametry.
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